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Ll　Modu賊space　of　quad麟ic　r綾恵lona丑maps
　Let，　C　｝）e　the　Riemann　sphere　and　Rat，2（C）　the　space　of　all　quadratic　rat，ional
maps　from　C　to　itself．　The　group　PSL2（C）of　M6bius　transfomlati伽1s　acts　on　the
space　R　at，・2（C）　1．）y　conjugation，
　　　　　　　gofog－iGRat2（C）　for　gEPSL2（C），　fERat2（C）．
Two　maps　f｝，f2　ff　Rd“　t2（C）　are　ho16morp｝gicaMy　coajugate，　deitoted　by　A　rv　f2，
if　2md　onl｝r　jf　there　exists　g　E　PSL2（C）　with　，g　o　fi　o　y（　一’i　：　f2．　The　quotient　space　of
Rat2（C）ulldcr　this　aCtion　wi11　be　dcnoted　byノ曜2（C），　and　callcd　thc臓。（恥蕪space
of　holomorphic　cenjiigacy　classes　〈f＞　of　quadratic　ratienal　maps　f．
　　Milnor　introduced　ik［Mi192｝coordinates　in，ルt2（C）as　foU◎ws；for　cachノ∈
Rat・2（C），　let，　2　i，：2，　：・3　1）e　tl｝e　ftyed　poiRts　of　f　and　lti　the　！nultipliers　of　Nt　i；　psi　一一一一：一
ノ’（］i）　（1　≦　i　≦　3）．　C◎nsider　th（｝elementary　symmetric　f』mct，ions　of　the　廿u：ee
inultipliers，
　　　　　　al＝IL　I十111t2十Lt3，　｛T2＝LL　I　I・t2十1・e2　LL3十jLe3Le　l，　U3　：yUL　I　St2LL3・
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These　tlR’ee　multiplkers　detex’mine　f　up　to　holemony）hic　conjugacy，　and　are　s“bject
euly　to　t，he　restric　Lioii　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ3二σ1－2．
Hence　the　mednii　space　M・．〉（C）　is　canenically　isemerphic　te　C2　wit’?　coerdinates
oi　and　ff・2　（Lemma　3．1　in　［Mi192］）．
　　By　an　automorphism　of　a　qwadratic　rational　map　f，　we　will　meaR　g　E　PSL2（C）
which　commntes　with　f．　The　collectien　Ant（f）　ef　all’　autemorphisms　ef　f　forms　a
finite　group．　lt　is　clear　that　Aut（f）　is　isemerphic　to　Aut（f）　for　a［1y　f　G　〈f＞．
　　The　set
　　　　　　　　　　　　　　S　：｛（f）；　Aut（f）　is　non－trivial｝　c　M2（C）
is　called　the　sy鵬鵬朧y　1◎c麗s，
　　For　each　Le　G　C　let　Per．（pa）　be　the　＄et　of　all　cenjugacy　classes　〈f＞　of　maps　f
which　having　a　periodic　point　of　period　n　and　mukiplier　le．
　　Each　of　Peri（sL）　and　Per2（／．t）　foniis　a　straight　liues　as　follows：
　　　　　　　　Per1（μ）一｛〈ノ〉∈M2（C）；ff2　＝：（μ＋μ一1）σ1一（μ2＋2ダ1）｝
　　　　　　　　Per2（μ）　＝　｛〈ノ〉ξノW2（C）；σ2＝一2σ！十μ｝，
（Lemmas　3．4　and　3．6　in　（Mi｝921）．
Prepositioue　X　The　s＞rmmetr．y　locus　S　is　defined　bJr　a，n　irreducible　algebraic　curve
in　」V　2（C）　as　follows；
　　　　　　3（σ1ラσ2）＝2（ア？十（ア？（ア2一σ？一4σ考一8σ1σ2十12σ1十12σ2－36＝0．　　　　（1）
We　give　atn　preef　in　IFNT］，　［FN2］．
Coro99ary　l　T　lle　8アm搬e亡1y　loc　zs　5　is　the　e飾elope　of　the　family　of　the　1加es
Pei’i（tt・）・
　　　Mih｝or　（lescribes　the　curve　（1）　implicitly　（cempare　Figure　15　iR　IMi192］）．　Here
we　CaH　give　a　de丘ni11g　equa宅iO鼓（1）◎f　thiS　C難biC　Cて】ぼve・
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1。露　　Rea置夏聾odu蓋蓋sp竃藏ce
　Let　Rat2（R）　be　the　＄et　ef　reai　quadratic　xatiollal　maps．　Theit　the　parameters
ffi　（1　S　i　〈一　3）　are　all　real，　because　the　three　fixed　p　oints　attd　the　cerrespoud－
ing　multipliers　are　either　all　real　or　one　real　an（1　a　pair　ef　cemplex　ceRj　ugate
Ilumbefs．　According　to　J．　Mih1◎r，　we　de且ne　the　real　neduli　spaceル｛2（R）for
Rat2（R）　to　be　simply　the　real　（oi，02）一plaRe．　This　no　tation　iteeds　some　caTe　whei｝
used：　if　we　pnt　SR　＝　5　A　M　2（R），　aRd　denote　by　〈＞R　the　real　conjugacy　class，
then　（Rat，2（R）／PSL2（R））　N　｛（（t（ar　＋　i）〉］R．．　〈a（：zr　一一　g））R｝．，Rx　is　c．alioiiicall：’　iso－
merphic　to　R2×5R，　xvhereas　there　is　a　canollical　tge：o一・to－oue　correspoii（lellce　betsweei｝
｛〈a（x士圭）〉｝。副謝5R・
2 Aq臓dr錨量cra碗⑪臓旦翻憾盈yw麓h髄⑪聾㎜．⑪n⑪重⑪皿e
lb澁琶rc謡量⑪ns
1et｛ム｝A　be　a　one－parameter　family　of（慧sc蹴e　dy孤a面cal　systems　on　R’where　A
is　an　interval　of　R．　As　the　pat’ameter　ixicreased，　a　pat’atneter　vaille　Ag　is　called
osbit　creatiRg　if，　at　Ae，　Rew　periedic　orbits　are　created　and　no　periodic　orbits　are
annihilated；λo　is　caned　oecbi重＆訟麗童ぬ競捜薩取騒if　peτiodic　orbits　are　a簸慧ihilated　alld
粟主onew　periodic　orbits　ax’e　careated；λ◎i8　called盗盈e滋奮aし置if　no　periodic　orbiもs　are
ai｝nihilated　arid　i｝o　periodic　erbits　are　created．
　　　　　　　　　o◎㊥0　　　　　　　96②㊦
　　　　　9Φ09
　　　　000
むゆひほゆロロのロ　ド　　　　Oo　　　　　Oo　　　　　　◎o　　　　　　　o砂　　　　　　　　②◎魯　　　　　　　　　⑤9のρ
9◎曾。
　　β侮。
　　　o砂　　　　砂。　　　　　Oo　　　　　　ち
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Figure　3：　Regular　peried－doubling　（一halving）　bifurcations　ar｝d　irregulaer　period
doubling　（一ha｝ving）　bifurcations．
　　Afamily｛ム｝A4s　saidも。　be鵬醗蓋（》重◎聰e騙事αwea＄量璽篭g（resp．　decmeasix｝g）if　every
para】腿eter　value　in　A　is　neutral　oτorbit　creating（resp．　a斑猛hilaもi簸g）．　A　family｛ム｝A
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is　caHed魏。難嚇磁。灘。愈◎訟e　if　A　centaims　boもh　orbit　creating　aRd　orbit　annihilatiug
parameter　values．
　　N・te　that　the　sigR・f・Schwarzian・derivative　Sノ＝！”W！’＠）一登（ノ”（x）／プ’＠））2
determi：nes　the　type　of　Iocaユbifurcaむion：：For　a　family　of　maps　with　uegative　Schwarzian
derivative，　a　period－dotib㎞g　bi食1：rcation　necessarily　i：【ivolves　oエ：t．ly　all　attracting（reg一
て11ar）or｝）it　of　period　two，　and　not　the　reverse　one　which　illvolves　a　repelling（irreg一
『ular）orbit◎f　period　tw◎（［？D．　See：Figure　3．
　　Nowりwe　investigate　the　dynainics　of　a　certain　i’ea，12－parameter　fぞも1ni1き・given　by
M．Bier　and　T．　C．　Bo膿tis【BB84】a皿d　rewritten　by　H．　E．　N　usse鋤d　J．　A。、brke
GNY88D：
　　　　　　　　　　　　　　　　　｛恥＠）＝ηL（7’＋論2）｝（m，r）ER2　’
　　、Ve　難ote　that　quadratic　rationaユmaps　have　negative　Schwarzian　derivatives．
Hen，ceラonly　regular　pαi◎d－d◎ublillg（or－halving）bifてircations　may　oc（：lu’in　this
fa皿ily，
　　　Since　the　maps　fm，磐and　fm，＿アare　conjugate　to　each　other　for　any　rラit　su出ces
to　consider　the　case　7・＞0．
　　Sinceル｛2（C）is　isomorphic　to　C2　with　coordinateσ1　a！1dσ2，　there　is　a　natura．　1
　　　　　　　　　　　　　　　compactificati◎nノ～／i2（C）窪CP2ラconsisもing　ofノ～イ2（C）togeもher　with　a　2－sphere
of　ideε岨poi取愈s　at　i：nfinity．　Elements　of　this　2－sphere　can　be　thought　as　limits　of
quadra，tic　ration．al　maps　which　degenerate　towards　a　fractio滋al　linear　or　collstaMt
map（IMi192】）。　Therefore　for　t：be　case　m＝Oof　this　fal王盛1y∫，，、，r，it　makes　se118e　that
we　should　consider誌a8　a　degeneraもed　limit・
Tkeoxe滋1　1nル｛2（R）R，右1エe　o1エe　paエ’ameter　family｛∫脚（x）｝”、　fbr　eac11五xed
r（r≧0）lies　exact！y　01　an　irreducible　algeわraic　curve：
　　　F・r・r≠麦，0，this　cttt’ve　is・f　degree　4　defied　by　the　eq｛脚n
　　Hr（σ1，σ2）　謹　　・・一　r2　ff2十（8r2－2）σ量十（（8γ2－1）σ2－128r4十87・2十1）σぞ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　L
　　　　　　　　　　　　　　　十（（一一32r2’十8）σ2十512r4－96r2－12）σ韮十（一167・2十4）σ釜
　　　　　　　　　　　　　　　十（512r4－96r2－12）σ2－40967’6十1536r4－M4r2十36＝0．（2）
　　　Fbr　r＝垂，　tゐe　correspoエ｝d加g　cuエve　180f　deg：ree　3，　f．e．，
　　　　　　　　　　　Hs（σ1，σ2）一σ1　一　2ffl＋（4σ・一一・24）σ1＋8σ・一一一　64＝0・　（3）
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For　r　＝　O，　the　correspoRdiflg　cuive　is　a2so　eif　degree　3，　i．e．，
He（di，ff2）　：26？　十　oi2　ff2　一　ffi2　一　4　ff22　一一　8　ff　i　o2　十　12ai　十　12ff2　一　36　：O．（4）
Pxgof．　’1’he　three　fixed　poiRts　zi，z2，z30f　f．，，　are　the　root＄of　tl｝e　equation
z3　一一　mrz2　＋　（1　一　m）z　一　mr　：O，
i．e，ラ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　1獄郵欝一1鉱
The　multiplier　pai　of　each　ftyed　point　zi　i　s　giveR　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z．2．　一一1
　　　　　　　　　　　　　　　鋼＝μドη宿1）2（2：1ラ2，3）・
　　By　usi丑g，ラG誘もzzere　bas気s　of騒餓／As量er，　Sy田b◎Uc　alld　algebraic　c◎mputation
system　by　FUjlTSU，　we　cEm　obtain　the　coerdiRates　ffi（＝　pa　i　十　Ks2　十　y・3）　a1｝d　ff2（　：
th　pa2　十　ps2pa3　十　pa3pa　1）　as　functiolls　ef　m　a”d　r：
｛細論離総説2調＋2η葛3＋（σ，一5）m2＋4γ＿4一α（5）
Using　”Gx5bRer　basis　again，　we　caR　remove　m　frem　（5）　fer　each　fuced　r，ai｝d　get　the
de舳i丑g　equation（2），　We　can　check　easily　that（2）is　i∬educible　if　and　ollly　if　r≠1，
from　which　follows　the　fu’st　and　the　last　cases．　ln　the　case　ef　r　一一　一5，　substituting
？’　：　g　in　（5）　directoiry，　then　we　ebt＆in　（3），　which　is　ciearly　irreducible．
　　Collversely，　to　see　Etiry　point　en　the　curve　ff，（ffi，ff2）　＝　e　comes　from　an　fm，，　foi’
some　m，　observe　carefully　the　process　that　m　is　removed　from　（5）．　Thiis　we　can
see　that，　except　for　finite　number　of　peints　which　annihilates　the　leading　coefficients
of　some　pelynemial　in　m　appea［ring　in　the　course　of　the　procedure，　every　peinL　on
the　cui’ve　cerresponds　to　an　f．，，　for　seme　m．　Then　so　does　ally　point　eR　the　whole
curve　due　te　the　centinuity　of　the　solutioxk　ef　（5），　whein’egarded　as　e（guation　ef　m．
?
Remank　a　The　equation　ef　ff“R（5）is　ebtaix｝ed　by　the　following　Peregram　2，
which　is　suggested　us　by　Takeshi　Shimoyama，　advftced　researcher　of　ISXS，　FUJITSU
LABORATORIES　LTD；
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Program　2
rf　（vtype（gr）！＝3）
extern　Ord＄
load（銭gr鎚）＄＄
def　孤◎d鷺lis1（）｛
　　　　　　　S1讐二等（m＊（（ziA2一一1）／（之i＾2＋i）＾2
　　　　　　　　　　　　　　　＋（z2“2－1）／（z2A2“i）A2“（z3A2・一1）／（z3“2“1）“2）一sl）；
　　　　　　　X＝z1やz2－e・之3一通＊憩；
　　　　　　　Y＝z1＊z2やz2＊：；z3やz3＊z1－1幸凱；
　　　　　　　Z鵠z1寧z2＊z3一搬寧r；
　　　　　　　Ordrc2；
　　　　　　　G＝gr（［S1，X，Y，Z］，［zl，z2，z3，xu，r，s“）；
　　　　　　　fer　（X＝leRgrh（G）一1；1＞＝O；r一一一）｛
　　　　　　　　　　　　　　　E雛G田；
　　　　　　　　　　　　　　　if（vars（E）開［r，搬，81］）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　bxeak；
　　　　　　　｝
　　　　　　　re加mE；｝
e纂d＄
　　To　say　superfluously，　the　required　equatioll　（2）　is　ebtained　from　fo11ewing　com一
階nand　of　Risa／Asな。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Cemama：t｝d　of　Risa／Asir
gr（［4糊眼＾2＊：r＾2一澱＾2・←（s1や2）劇団一4－4寒搬↑4傘：er＾4，
壷（鐵＾4－12塞撮＾3－8＊搬＾2）＊：ど｛2壷2承羅＾3－e・（s2「5）零搬＾2や4＊澱一4］，［ms：ご］）；
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catlon；
s．o，　一一3．e
e．54．
Nen－monotone　bifur一
　　　一一25．0　〈　m　〈
S　x　S　1．0，　r　　：
Figu e　5：　Algebraic　curve　of　degree
4　and　c慧bic　curve　il巨　the　xl眩odu亘
space．　ln　the　case　of　r　＝　e．54．
o
Figure　6：　Period－bubblikg　bifurca－
tion：　一leSmSl，　一2S
x．〈”O．2，　Paxameter　r　：O．58．
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Figure　7：　A｝gebTaic　curves　of　degree
4　in　the　“classified”　moduli　space．
Thick　curve　corresponds　with　r　＝
e．58，　thill　cuxve　corx’e＄ponds　with
r　＝　O．7．
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Example　X　Non－menotone　bifurcation　can　occur　at　r＝O．54，　See　Figure　4．　And
its　charastteristic　curve　is　Figure　5．
　　We　can　analyze　the　Ron－monotone　bifurcation　by　overwriting　the　algebraic　cirrve
of　degree　40丑theルf2（R）．
Exampge　2　One　parameter　family｛f．，e．ss｝has　non－mono．tene（period－bubbling）
bifurcation．　See　Figtire　6．
　　hゴFigure　7，　the　thick　li且e　indicates　this　family，　and　the　gray　belt　is　the　region
on　which　each　map　has　attracting　period　2　cycle．　When　algebraic　curve　of　degree　4
through　this　gray　belt，　period－doubling　bifurcation　occurs．　ln　this　case，　the　curve
intersects　the　gray　belt　（period－doubling　eccurs）　and　intersects　again　the　period
1　region　（period－halving　eceurs）．　Hence　peried－bubbling　bifurcation　occurs，　as　・in
Fig”re　6．
’1ff’heoreex｝2　For　a　fixed　parameter　r，　there　a，re　following　three　possibilities；
エ，m舩zε励rcaむf・ns・ccur　if　Oくr≦1，
2．n・n欄伽e・bifurca伽5・cαユr　ifl＜r＜響，・r
3．any　bifurca伽caゴt・cα1r」f￥1≦r．
　　A’oof　is　given　in　（（FN］　and　（FN2］）．
Ackx玉owledge亙鵬謡s；Takeshi　Shimoyama（F｛1jitsu　Laboratories）taught　us　abont
Gr61）i｝er　basis　of　Risa／Asir，　computer　algebra　system，　developed　by　｝Fiijitsu　Labo－
rat・erieg，．　“7e　thank　liim　fer　his　advice．
ffgefewe　sw¢es
［BB8！1　M．　Bier　and　T．　C．　Bount，is．　Remerging　Feigenbaum　rlirees　in　Dynamical
　　　　　　Systems．　Phys．　Lett．　A，　104A（5）：239－244，　1984．
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